
��I HÅC TH�I NGUY�N

TR×ÍNG ��I HÅC KHOA HÅC
����� o0o �����

NGUY�N THÀ H�

PH�N T�CH �A THÙC TH�NH C�C �A THÙC B�T
KH� QUY �� X�Y DÜNG C�C M� CYCLIC TR�N

TR×ÍNG HÚU H�N

LU�N V�N TH�C S� TO�N HÅC

TH�I NGUY�N, 8/2020



��I HÅC TH�I NGUY�N

TR×ÍNG ��I HÅC KHOA HÅC
����� o0o �����

NGUY�N THÀ H�

PH�N T�CH �A THÙC TH�NH C�C �A THÙC B�T
KH� QUY �� X�Y DÜNG C�C M� CYCLIC TR�N

TR×ÍNG HÚU H�N

LU�N V�N TH�C S� TO�N HÅC

Chuy¶n ng nh: Ph÷ìng ph¡p To¡n sì c§p
M¢ sè: 8 46 01 13

NG×ÍI H×ÎNG D�N KHOA HÅC:
TS. NGUY�N TRÅNG B�C

Th¡i Nguy¶n, 8/2020



Möc löc

1 Mët sè ki¸n thùc chu©n bà 7

1.1. Tr÷íng húu h¤n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2. V nh �a thùc tr¶n tr÷íng húu h¤n . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3. �a thùc b§t kh£ quy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2 Ph¥n t½ch �a thùc th nh c¡c �a thùc b§t kh£ quy �º x¥y düng

c¡c m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n 18

2.1. Ph¥n t½ch �a thùc xn − 1 th nh c¡c �a thùc b§t kh£ quy tr¶n

tr÷íng húu h¤n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.1. Ph¥n t½ch �a thùc xn − 1 tr¶n Fq khi (n, q) = 1 . . . . . 18

2.1.2. Ph¥n t½ch �a thùc xn − 1 tr¶n Fq khi (n, q) 6= 1 . . . . . 23

2.2. M¢ cyclic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3. X¥y düng m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n . . . . . . . . . . . . . 32

2.3.1. X¥y düng m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n khi (n, q) = 1 . 32

2.3.2. X¥y düng m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n khi (n, q) 6= 1 . 36

1



LÍI NÂI ��U

Lþ thuy¸t m¢ xu§t hi»n l¦n �¦u ti¶n v o n«m 1948 bði mët cæng tr¼nh cõa

C. E. Shannon v· lþ thuy¸t to¡n håc cho l¾nh vüc truy·n thæng. Tø �â �¸n

nay, lþ thuy¸t n y �¢ v  �ang �âng gâp �º gi£i quy¸t nhi·u v§n �· quan trång

trong thæng tin li¶n l¤c. Nâ �÷ñc ùng döng nhi·u trong c¡c l¾nh vüc nh÷: thæng

tin �i»n tû, thu ph¡t thanh, b£o mªt...

Lþ thuy¸t m¢ hâa l  mët ng nh cõa to¡n håc v  khoa håc �i»n to¡n nh¬m

gi£i quy¸t t¼nh tr¤ng léi d¹ x£y ra trong qu¡ tr¼nh truy·n thæng sè li»u tr¶n c¡c

k¶nh truy·n câ �ë nhi¹u cao, dòng nhúng ph÷ìng ph¡p tinh x£o khi¸n ph¦n

lîn c¡c léi x£y ra câ thº �÷ñc ch¿nh sûa. Lþ thuy¸t m¢ cán xû lþ nhúng �°c

t½nh cõa m¢ v  do vªy phò hñp vîi nhúng ùng döng cö thº.

Lþ thuy¸t m¢ hâa l  mët trong nhúng l¾nh vüc quan trång cõa to¡n håc,

câ £nh h÷ðng �¸n r§t nhi·u l¾nh vüc khoa håc-cæng ngh» v  kinh t¸-x¢ hëi.

Thüc t¸ cho th§y lþ thuy¸t m¢ hâa �¢ væ còng quan trång tø xa x÷a. Thíi

nay, vîi sü ph¡t triºn r§t nhanh cõa cæng ngh» thæng tin, v  m¤ng internet th¼

m¢ hâa thæng tin c ng �âng vai trá quan trång. M¢ hâa l  mët ph÷ìng ph¡p

b£o v» thæng tin, b¬ng c¡ch chuyºn �êi thæng tin tø d¤ng rã (thæng tin câ thº

d¹ d ng �åc hiºu �÷ñc) sang d¤ng mí (thæng tin �¢ bà che �i, n¶n khæng thº

�åc hiºu �÷ñc, �º �åc �÷ñc ta c¦n ph£i gi£i m¢ nâ). Nâ gióp ta câ thº b£o v»

thæng tin, �º nhúng k´ �¡nh cp thæng tin, dò câ �÷ñc thæng tin cõa chóng

ta, công khæng thº hiºu �÷ñc nëi dung cõa nâ. M¢ hâa s³ mang l¤i t½nh an

to n cao hìn cho thæng tin, �°c bi»t l  trong thíi �¤i internet ng y nay, khi

m  thæng tin ph£i �i qua nhi·u tr¤m trung chuyºn tr÷îc khi �¸n �÷ñc �½ch.

Sau �¥y, chóng tæi ch¿ ra mët v i ùng döng cõa mët sè m¢ cö thº.

M¢ ISBN (International Standard Book Number) l  m¢ sè ti¶u chu©n quèc
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t¸ câ t½nh ch§t th÷ìng m¤i duy nh§t �º x¡c �ành �÷ñc c¡c thæng tin v· mët

quyºn s¡ch b§t ký (ngæn ngú cõa cuèn s¡ch, quèc gia xu§t b£n, l¾nh vüc cõa

cuèn s¡ch,...).

M¢ BCH (Bose�Chaudhuri�Hocquenghem codes) l  mët lo¤i m¢ cyclic v 

l  lo¤i m¢ sûa léi quan trång, câ kh£ n«ng sûa �÷ñc nhi·u léi v  �÷ñc ùng döng

rëng r¢i. Lîp m¢ BCH câ 2 lîp con l  m¢ BCH nhà ph¥n v  m¢ BCH khæng

nhà ph¥n. Trong sè nhúng m¢ BCH khæng nhà ph¥n n y, lîp quan trång nh§t

l  m¢ Reed - Solomon. M¢ Reed - Solomon �÷ñc Reed v  Solomon giîi thi»u

l¦n �¦u ti¶n v o n«m 1960, l  mët m¢ sûa sai thuëc lo¤i m¢ tuy¸n t½nh. M¢

Reed - Solomon �÷ñc sû döng �º sûa c¡c léi trong nhi·u h» thèng thæng tin

sè v  trong l÷u trú, bao gçm: C¡c thi¸t bà l÷u trú (b«ng tø, �¾a CD, VCD,...),

thæng tin di �ëng hay khæng d¥y (�i»n tho¤i di �ëng, c¡c �÷íng truy·n Viba),

thæng tin v» tinh, truy·n h¼nh sè DVB, c¡c modem tèc �ë cao nh÷: ADSL,

VDSL ... M¢ Reed - Solomon �°c bi»t quan trång trong vi»c sûa c¡c bit léi

x£y ra g¦n nhau. M¢ BCH �÷ñc dòng cho c¡c c¥y ATM, trong h» thèng giao

dàch cõa c¡c ng¥n h ng,...

M¢ Hadamard �÷ñc dòng trong vi»c truy·n thæng tin v  h¼nh £nh tø c¡c

t u vô trö, c¡c v» tinh v· Tr¡i �§t. Trong mæi tr÷íng nhi¹u lo¤n khæng kh½

lîn th¼ thæng tin v  h¼nh £nh s³ bà bâp m²o, thay �êi khi �÷ñc truy·n trong

mæi tr÷íng nhi¹u lo¤n khæng kh½, v¼ th¸ vai trá cõa m¢ Hadamard l  r§t quan

trång trong vi»c kh¡m ph¡ vô trö. C¡c lîp m¢ cyclic �÷ñc dòng trong qu¥n

�ëi cõa c¡c quèc gia �¢ �âng gâp lîn tîi vi»c b£o mªt thæng tin v  truy·n �¤t

thæng tin tø quèc gia tîi qu¥n �ëi.

M¢ l÷ñng tû �÷ñc giîi thi»u l¦n �¦u ti¶n v o n«m 1996 bði Shor [6]. Trong

m¡y t½nh thæng th÷íng, dú li»u ch¿ �÷ñc l÷u d÷îi d¤ng 0 v  1, cán m¡y t½nh

l÷ñng tû sû döng qubits (quantum bits) cho ph²p m¡y t½nh ghi dú li»u ð nhi·u

tr¤ng th¡i còng lóc (v½ dö câ thº l  0, câ thº l  1 ho°c câ thº còng lóc l  0

v  1), �i·u n y cho ph²p m¡y t½nh l÷ñng tû xû lþ �÷ñc nhúng ph²p t½nh phùc

t¤p hìn. Ng÷íi ta t½nh to¡n r¬ng c¡c m¡y t½nh l÷ñng tû s³ gi£i quy¸t c¡c v§n

�· phùc t¤p nhanh hìn b§t ký m¡y t½nh cê �iºn n o. M¡y t½nh l÷ñng tû cì
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b£n khai th¡c c¡c quy tc cõa cì håc l÷ñng tû �º t«ng tèc �ë t½nh to¡n. Vi»c

x¥y düng mët m¡y t½nh l÷ñng tû v¨n l  mët nhi»m vö khâ kh«n nh÷ng b÷îc

�¦u �¢ câ nhúng th nh cæng tø c¡c tªp �o n lîn tr¶n th¸ giîi nh÷ Intel, IBM,

Microsoft, v  Google. Cho �¸n nay, m¡y t½nh l÷ñng tû khæng ch¿ døng l¤i l 

cuëc c¤nh tranh v· cæng ngh» giúa c¡c tªp �o n cæng ngh» lîn m  nâ cán l 

cuëc c¤nh tranh giúa c¡c c÷íng quèc �º phöc vö cho ho¤t �ëng t¼nh b¡o nâi

ri¶ng v  quèc pháng nâi chung. Sü ra �íi cõa m¡y t½nh l÷ñng tû s³ l m cho

c¡c h» mªt nêi ti¸ng nh÷ DES (the Data Encryption Standard), RSA,... s³ bà

ph¡ trong t÷ìng lai g¦n.

Mªt m¢ DES câ thº xem l  tuy»t �èi an to n v¼ �º gi£i �÷ñc nâ c¦n ph£i

kiºm tra mët danh s¡ch r§t lîn c¡c ch¼a kho¡ m¢ ti·m n«ng. V½ dö n¸u chóng

ta sû döng mët m¡y t½nh cê �iºn vîi 64 bits, khi �â s³ câ 264 tr¤ng th¡i. Vîi

mët m¡y t½nh cê �iºn, cù cho l  méi gi¥y kiºm tra �÷ñc 2 t� tr¤ng th¡i th¼ công

c¦n kho£ng 300 n«m ch¤y m¡y li¶n töc mîi ch¤y �÷ñc h¸t 264 tr¤ng th¡i-�â

l  mët kho£ng thíi gian phi thüc ti¹n. Trong khi �â, mët m¡y t½nh l÷ñng tû

dòng thuªt to¡n l÷ñng tû Grover câ thº d¹ d ng ho n t§t vi»c n y trong thíi

gian 4 phót. Thuªt to¡n m¢ hâa cæng khai RSA �ang �÷ñc ùng döng rëng r¢i

trong ng¥n h ng, giao dàch trüc tuy¸n v  r§t nhi·u ùng döng an ninh m¤ng

kh¡c. Sü an to n cõa m¢ RSA n¬m ð ché m¡y t½nh truy·n thèng khæng thº

ph¥n t½ch nhanh mët sè nûa nguy¶n tè (semiprime) lîn n th nh t½ch cõa 2 sè

nguy¶n tè lîn p v  q (n = pq). V· m°t to¡n håc �¥y l  mët b i to¡n phùc t¤p,

ch¯ng h¤n �º ph¥n t½ch mët sè ch¿ gçm 129 chú sè th¼ 600 m¡y t½nh cê �iºn

�¢ ph£i hñp lüc l m vi»c li¶n töc trong v i th¡ng. Tuy nhi¶n, mët m¡y t½nh

l÷ñng tû dòng thuªt to¡n l÷ñng tû Shor câ thº ph¥n t½ch mët sè lîn hìn c£

tri»u l¦n trong kho£ng thíi gian ngn hìn công c£ tri»u l¦n.

Trong l¾nh vüc sinh håc, kh¡i ni»m m¢ DNA �÷ñc �÷a ra l¦n �¦u ti¶n v o

n«m 2003, nh¬m gióp nhªn di»n c¡c m¨u vªt. M¢ DNA sû döng mët tr¼nh tü

DNA ngn n¬m trong bë gene cõa sinh vªt nh÷ l  mët chuéi kþ tü duy nh§t

gióp ph¥n bi»t hai lo i sinh vªt vîi nhau. Nh÷ vªy m¢ DNA l  mët ph÷ìng

ph¡p �ành danh m  nâ sû döng mët �o¤n DNA chu©n ngn n¬m trong bë gene
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cõa sinh vªt �ang nghi¶n cùu nh¬m x¡c �ành sinh vªt �â thuëc v· lo i n o.

M¢ v¤ch DNA r§t húu ½ch trong vi»c t¼m mèi quan h» giúa c¡c m¨u m°c dò

chóng h¦u nh÷ khæng gièng nhau v· h¼nh th¡i. M¢ v¤ch DNA công �÷ñc ùng

döng t¤i h£i quan nh¬m hé trñ vi»c x¡c �ành nguçn gèc cõa sinh vªt sèng ho°c

h ng nhªp kh©u, �º ng«n c£n sü vªn chuyºn tr¡i ph²p c¡c lo i thüc vªt v 

�ëng vªt quþ hi¸m qua bi¶n giîi. M¢ DNA gióp kiºm so¡t t¡c nh¥n g¥y h¤i

trong næng nghi»p, gióp �ành danh nhanh chèng c¡c lo i g¥y b»nh ð giai �o¤n

ti·m ©n (giai �o¤n §u tròng), hé trñ ch÷ìng tr¼nh kiºm so¡t s¥u b»nh b£o v»

c¥y trçng. Ngo i ra, m¢ DNA gióp x¡c �ành vªt chõ trung gian g¥y b»nh, b£o

v» lo i nguy c§p v  kiºm tra ch§t l÷ñng n÷îc.

Qua mët sè v½ dö v· c¡c lîp m¢ cyclic �¢ n¶u ð tr¶n, gióp chóng ta th§y

�÷ñc ph¦n n o vai trá quan trång cõa m¢ cyclic trong cuëc sèng, trong khoa

håc k¾ thuªt.

�¦u ti¶n, lþ thuy¸t m¢ �÷ñc nghi¶n cùu tr¶n tr÷íng húu h¤n v  c¡c k¸t

qu£ cì b£n �¢ �÷ñc �óc k¸t trong hai quyºn s¡ch cõa Huffman v  Berlekamp

[5]. Sau �â, c¡c nh  to¡n håc �¢ mð rëng nghi¶n cùu v· m¢ tr¶n c¡c v nh húu

h¤n. H¦u h¸t c¡c nghi¶n cùu tªp trung trong tr÷íng hñp �ë d i cõa m¢ câ li¶n

quan �¸n �°c sè cõa tr÷íng. N¸u �ë d i cõa m¢ chia h¸t cho �°c sè cõa tr÷íng

th¼ m¢ �÷ñc gåi l  m¢ nghi»m l°p. N¸u �ë d i cõa m¢ khæng chia h¸t cho �°c

sè cõa tr÷íng th¼ m¢ �â �÷ñc gåi l  m¢ nghi»m �ìn.

Nghi¶n cùu v· m¢ tr¶n v nh giao ho¡n húu h¤n, �°c bi»t l  m¢ nghi»m l°p

tr¶n lîp c¡c v nh chuéi húu h¤n công �÷ñc nhi·u nh  to¡n håc quan t¥m v 

c¡c nh  to¡n håc công �¢ �÷a ra �÷ñc nhi·u k¸t qu£ tèt. Trong luªn v«n n y,

chóng tæi sû döng c¡c k¸t qu£ cõa To¡n håc �º x¥y düng v  nghi¶n cùu m¢

cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n.

Nëi dung ch½nh cõa luªn v«n l : tr¼nh b y sü ph¥n t½ch �a thùc th nh c¡c

�a thùc b§t kh£ quy tr¶n tr÷íng húu h¤n. Sau �â sû döng k¸t qu£ cõa sü

ph¥n t½ch n y �º x¥y düng c¡c m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n. Luªn v«n gçm

2 ch÷ìng:

Trong ch÷ìng 1, chóng tæi tr¼nh b y �ành ngh¾a tr÷íng húu h¤n, c§u tróc

cõa tr÷íng húu h¤n. Sau �â chóng tæi tr¼nh b y v nh �a thùc tr¶n tr÷íng húu
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h¤n. Cuèi ch÷ìng 1 chóng tæi �÷a ra mët sè ki¸n thùc v· �a thùc b§t kh£ quy.

Trong ch÷ìng 2, chóng tæi tr¼nh b y nëi dung ch½nh cõa luªn v«n l : ph¥n

t½ch �a thùc th nh c¡c �a thùc b§t kh£ quy tr¶n tr÷íng húu h¤n, m¢ cyclic,

x¥y düng c¡c m¢ cyclic tr¶n tr÷íng húu h¤n. �º t¼m t§t c£ c¡c m¢ cyclic tr¶n

tr÷íng húu h¤n Fq, trong �â q = pm (p l  sè nguy¶n tè b§t k¼) chóng tæi �i

t¼m nhúng i�¶an cõa v nh Rn = Fq[X]/ 〈xn − 1〉 .

Nëi dung nghi¶n cùu cõa luªn v«n gn li·n vîi to¡n sì c§p, �°c bi»t l  b i

to¡n ph¥n t½ch �a thùc th nh nh¥n tû r§t �÷ñc quan t¥m ð bªc håc phê thæng.

Luªn v«n n y �÷ñc thüc hi»n t¤i Tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i

Nguy¶n v  ho n th nh d÷îi sü h÷îng d¨n cõa Ti¸n s¾ Nguy¹n Trång Bc. Tæi

xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh v  s¥u sc tîi ng÷íi h÷îng d¨n khoa

håc cõa m¼nh.

Tæi xin tr¥n trång c£m ìn Ban gi¡m hi»u Tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i

håc Th¡i Nguy¶n, Ban chõ nhi»m khoa To¡n � Tin còng c¡c gi£ng vi¶n �¢

tham gia gi£ng d¤y, �¢ t¤o måi �i·u ki»n tèt nh§t �º tæi håc tªp v  nghi¶n

cùu.

Tæi công xin ch¥n th nh c£m ìn Sð Gi¡o döc v  � o t¤o t¿nh Th¡i Nguy¶n,

Ban Gi¡m hi»u v  c¡c �çng nghi»p tr÷íng THPT Ho ng Quèc Vi»t, huy»n Vã

Nhai, t¿nh Th¡i Nguy¶n �¢ t¤o �i·u ki»n cho tæi ho n th nh tèt nhi»m vö håc

tªp v  cæng t¡c cõa m¼nh.

Cuèi còng tæi xin gûi líi c£m ìn tîi gia �¼nh th¥n y¶u, c£m ìn nhúng ng÷íi

b¤n th¥n thi¸t �¢ gióp �ï �ëng vi¶n kh½ch l» tæi trong suèt qu¡ tr¼nh nghi¶n

cùu. Xin ch¥n th nh c£m ìn.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 8 n«m 2020

T¡c gi£

Nguy¹n Thà H 
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Ch÷ìng 1

Mët sè ki¸n thùc chu©n bà

1.1. Tr÷íng húu h¤n

�ành ngh¾a 1.1. Tr÷íng l  mët tªp hñp F còng vîi hai ph²p to¡n: +, �÷ñc

gåi l  cëng, v  . �÷ñc gåi l  nh¥n thäa m¢n mët sè ti¶n �·. Tªp F l  nhâm

giao ho¡n vîi ph²p cëng câ ph¦n tû �ìn và l  khæng v  �÷ñc k½ hi»u l  0; Tªp

F∗ = F\{0} công l  nhâm giao ho¡n vîi ph²p nh¥n câ ph¦n tû �ìn và l  mët

v  k½ hi»u l  1; v  ph²p nh¥n ph¥n phèi vîi ph²p cëng. Mët tr÷íng l  húu h¤n

n¸u sè ph¦n tû cõa F l  húu h¤n; Sè ph¦n tû cõa F �÷ñc gåi l  c§p cõa F.

V½ dö 1.1. (i) Tªp hñp c¡c sè nguy¶n Z khæng l  mët tr÷íng v¼ 3 ∈ Z khæng

kh£ nghàch.

(ii) C¡c tªp hñp sè húu t¿ Q, sè thüc R, sè phùc C còng vîi ph²p cëng v 

nh¥n, t¤o th nh mët tr÷íng.

(iii) Tªp hñp Q[
√

2] = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q} �âng k½n vîi ph²p cëng v  nh¥n

thæng th÷íng, v  còng vîi hai ph²p to¡n n y, Q[
√

2] l  mët tr÷íng, ph¦n

tû khæng l  0 + 0
√

2, ph¦n tû �ìn và l  1 + 0
√

2, ph¦n tû �èi cõa ph¦n

tû a + b
√

2 l  −a − b
√

2 v  n¸u x = a + b
√

2 6= 0 + 0
√

2 th¼ nghàch �£o

cõa x l 
a

a2 − 2b2
− b

a2 − 2b2
√

2.

V½ dö 1.2. Tr÷íng húu h¤n F2 vîi hai ph¦n tû {0, 1}, ph²p cëng v  ph²p nh¥n
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�÷ñc thüc hi»n nh÷ sau:
+ 0 1

0 0 1

1 1 0

. 0 1

0 0 0

1 0 1

�¥y công l  v nh cõa c¡c sè nguy¶n modulo 2.

V½ dö 1.3. Tr÷íng húu h¤n F3 vîi ba ph¦n tû {0, 1, 2}, ph²p cëng v  ph²p

nh¥n �÷ñc cho bði ph²p cëng v  ph²p nh¥n modulo 3:

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

. 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

�ành ngh¾a 1.2. (i) N¸u K l  mët tr÷íng con cõa E th¼ ta gåi E l  mët

tr÷íng mð rëng cõa K, k½ hi»u l  E/K.

(ii) Gi£ sû E/K l  mët mð rëng tr÷íng. Xem E l  mët khæng gian v²c tì

tr¶n K. N¸u E l  K - khæng gian v²c tì húu h¤n chi·u th¼ ta nâi E l 

mð rëng bªc húu h¤n cõa tr÷íng K. N¸u dim KE = n th¼ n �÷ñc gåi l 

bªc cõa mð rëng E/K v  �÷ñc k½ hi»u l  [E/K] .

�ành ngh¾a 1.3. Gi£ sû E/K l  mët mð rëng tr÷íng v  f(x) ∈ K[x] l  �a

thùc bªc n ≥ 1. Ta nâi f(x) ph¥n r¢ tr¶n E n¸u

f(x) = a(x− α1) . . . (x− αn)
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